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1. INFINITESIMALIEN ZWISCHEN CANTOR UND DER 
NONSTANDARD-ANALYSIS 
Das Kontinuittitsprogramm, unter dem mit [Lakatos 19781 und [Spalt 19811 das 
haupts&hlich analytisch orientierte mathematische Forschungsprogramm ver- 
standen wird, das mit unendlich kleinen und/oder unendlich grol3en GriiBen ope- 
riert, kann mit der letzteren Quelle bis Cauchy bzw. bis Ende des 19. Jahrhunderts 
als bekannt vorausgesetzt werden, ebenso seine Renaissance als &Analysis ab 
19.55 [Schmieden/Laugwitz 19581. als modelltheoretisch fundierte Nonstandard- 
Analysis ab 1961 [Robinson 19661 und als Versuch einer axiomatischen Begriin- 
dung [Nelson 19771. 
Zwischen Cantor (Mengenlehre ab 1874) und dieser Renaissance gibt es eine 
Vielzahl von Arbeiten, die im eher weiteren Sinne dem Kontinuit%tsprogramm 
zuzurechnen sind, aber dem Kriterium einer analytischen Anwendung nicht genii- 
gen: approximative Mathematik wie [Kaluza 19161, rein algebraisch interessierle 
250 
03 15-0860188 $3 .oo 
Copyright (0 lY88 by Academic Prcs%. Inc 
All rights of reproduclion in any form rewl-ved. 
HM 1.5 INFINITESIMALIEN 251 
Abhandlungen uber nichtarchimedische Strukturen wie [ArtinlSchreier 19271, 
geometrisch-axiomatisch orientierte Betrachtungen wie [Stolz 1883, Veronese 
1894, Holder 1901, Geissler 1904 oder Schoenflies 19061. die einschlagigen Ar- 
beiten von Levi-Civita (siehe dazu [Laugwitz 19751); Levi-Civitas Po- 
tenzreihenansatz findet sich such bei [Schoenflies 1906, Vahlen 1907, Neder 1941- 
1943b], zu letzterem siehe [Laugwitz 19681. Ebenfalls nicht behandelt wird du 
Bois-Reymonds Infinitarkalkul und verwandte Kalkule wie in [Stolz 18851, bei 
Bore1 oder bei Hardy, weil hier auf [Fisher 19811 verwiesen werden kann. 
Alle notigen Verweise fur weiterfuhrende Studien (und mehr) finden sich in 
[Bernstein 1904, Schoenflies 1906, Neder 1941-1943a, Fraenkel 1953, Laugwitz 
1975, Fisher 19811. Sehr interessant ist such die vergleichende Lekture von 
[Fraenkel 1953, Fraenkel 19611, wenn man dabei an die Entwicklung der Nonstan- 
dard-Analysis in eben dieser Zeit und daran denkt, da13 Robinson bei Fraenkel 
promoviert hat: In [1953] steht einiges uber Infinitesimalien, und es gibt weitrei- 
chende Literaturangaben, in [ 19611 (“2nd, completely revised edition”) ist das bis 
auf ein paar allgemein-philosophische Anmerkungen weggekurzt . 
An dieser Stelle nur anzumerken ist die untergrtindig stets vorhandene 
Verwendung von Infinitesimalien, etwa in der theoretischen Physik und der Dif- 
ferentialgeometrie, und von unendlich groDen Zahlen, etwa in der franzosischen 
Schule der Funktionstheoretiker (Borel, Lebesgue. Baire, Lusin), die zwar in der 
Mengenlehre grtindet, aber durch ihren kalktilmahigen Einsatz daruber hinaus- 
weist. 
Was bleibt? Es bleibt vor allem ein Autor, dessen Arbeiten fur mich das missing 
link des Kontinuitatsprogramms zwischen den Polen Cantor und Nonstandard- 
Analysis darstellen, ungeachtet der Tatsache, dal3 die von ihm geknupften Faden 
real nicht aufgenommen wurden (sondern nur in einer idealisierten, uberrationa- 
len Rekonstruktion). Warum das mit Leon Chwistek so war, wird die ab- 
schliel3ende Frage sein. Sie stellt sich such-weniger dramatisch-fur die beiden 
anderen, die bleiben: Norbert Wiener mit einem praktisch orientierten Ansatz zu 
einer Messungstheorie und Ludwig Neder mit einem ungewohnlichen Versuch 
zur Ehrenrettung der Differentiale. 
2. KLASSIFIKATION DER BETRACHTETEN INFINITESIMALIEN 
Cantors Mengenlehre und seine ontologische Ablehnung von unendlich kleinen 
Zahlen pradestinieren ihn nicht als Apologeten der Nonstandard- und insbeson- 
dere der Q-Analysis; andererseits hat ihm die Einfuhrung aktual-unendlicher Ob- 
jekte viele Anfeindungen eingetragen, und gemeinsame Gegner verbinden. Man 
mu13 sich aber daruber im klaren sein, dal3 die Nonstandard-Analysis keine ak- 
tual-unendlichen Objekte konstruiert sondern Modelle, in denen das Unendliche 
ontologisch keine Rolle mehr spielt, aber noch eine wichtige und nutzliche 
Sprechweise fur eine sehr groJ3e Unterklasse ist. 
Klar ist such, da13 sowohl Ordinal- als such Kardinalzahlen der Mengenlehre als 
“Rechenzahlen” [Laugwitz 19801 ganz ungeeignet sind. Unter der Kontinu- 
umshypothese gibt es lediglich die unendlichen Kardinalzahlen X0, 2s~~, etc.; aber 
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such unter deren Negat liegen die Kardinalzahlen kalktilmP8ig vollig isoliert. Fur 
die unendlichen Ordinalzahlen 1aiBt sich wenigstens allgemein w  + 1 > o hin- 
schreiben, es gibt 2 . w, ow usw., aber kein o - 1. Die Addition ist nicht kommu- 
tativ: o + 1 # 1 + w. Trotzdem greift Chwistek indirekt tiber die Principia 
Mathematics (PM) gerade auf Cantors Kardinalzahlen zuriick und erhalt mit Hilfe 
eines Tricks relativ brauchbare Infinitesimalzahlen. 
Zur Wurdigung von Cantors Beitragen fur und gegen das Kontinuitatspro- 
gramm scheint mir ein Rtickgriff auf die dreifache Bedeutung des Wortes “aufge- 
hoben” (ausgehend vom Doppelsinn bei [Hegel 1833-1834, 113-l 141) nutzlich. 
Ich behaupte: In Cantors Mengenlehre ist das Kontinuitatsprogramm in allen drei 
Bedeutungen aufgehoben (wobei Mengenlehre hier und unten such eigenstandige 
Verbesserungen und Entwicklungen wie das Axiomensystem von Zermelo- 
Fraenkel (ZF), die PM von Whitehead und Russell und die Modelltheorie umfas- 
sen sol]). 
(i) Es ist vordergrundig beseitigt, weil es als nicht exakt aus dem System 
eliminiert wurde, und weil es jedenfalls in der Mathematik unmoglich wurde, 
weiter “naiv” mit Infinitesimalien umzugehen wie vor Cantor. 
(ii) Es ist bewahrt in Form neuer unendlich grol3er Zahlen und weil sich via 
ZF (Chwistek) oder PM + externes Postulat (Wiener) neue Formen von Kon- 
tinuitatszahlen gewinnen lassen. 
(iii) Es ist hochgehoben, weil die Entwicklung bis zu einer (relativ) wider- 
spruchsfreien Darstellung der naiven Infinitesimalien als Nonstandard-Zahlen in 
einem reichhaltigen Model1 ftihrt. 
3. WIENERS VERSUCH 
[Wiener 19211, “A new theory of measurement”, ist am 3. Band der PM orien- 
tiert, wo eine Messungstheorie mit “Familien” von beliebig vergrol3erbaren 
“Vektoren” aufgebaut wird. Wiener behauptet, da13 das Postulat der beliebigen 
VergroBerbarkeit auf zumindest einem naturwissenschaftlichen Gebiet nicht zu- 
trifft: dem der Psychophysik, der Untersuchung von subjektiven Sinnesdaten 
tiber objektive Signalquellen [Wiener 192 1, 1821: 
There is no degree of loudness as much greater than that of a foghorn at close range as the 
loudness of this is greater than that of the ticking of a watch at the distance of ten feet. There 
is no note as much higher than that of the cricket as the latter is higher than the lowing of an 
ox. There is no object as much more intensely red than a drop of blood in the sunlight as the 
latter is than a piece of grey flannel. 
Nach Ernst Heinrich Weber entspricht einem “gerade noch wahrnehmbaren” 
Eindrucks-Interval1 eine konstante Vervielfachung der Reizintensitat. Gustav 
Theodor Fechner hat daraus das Weber-Fechnersche Gesetz mathematisch for- 
muliert: E = k . log R + C (man denke an die Gerauschmessung in Phon) [Jaynes 
19811. Wiener will ohne den unklaren Begriff des “gerade noch wahrnehmbaren” 
Intervalls und ohne beliebig grol3e Eindrticke auskommen. 
Die (nach Wiener hinterfragbare und hinterfragungswtirdige) Grunderfahrung 
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ist: Das Interval1 zwischen x und y scheint kleiner zu sein als das Interval1 zwi- 
schen u und u. Wenn weder dies noch das Gegenteil zutrifft, sind die Intervalle 
“indistinguishable in magnitude yet . . . one is greater than the other”. Der 
Unterschied zwischen ihnen macht nur ein “subliminales” Interval1 aus (la- 
teinisch hmen: Schwelle des BewuBtseins oder BewuBtwerdens), wenn man den 
trivialen Fall der identischen Intervalle ausschlieht. 
Dabei heiben xy und uu genuin gleich, wenn: ab ununterscheidbar von xy * ab 
ununterscheidbar von uu. “Genuin gleich” induziert demnach Aquivalenzklassen 
oder-in der Terminologie der PM-Vektoren, ohne da13 Vektorraum-Struktur 
vorliegt (aber es gilt die Faustregel: Orts- und Punktvektoren werden identifi- 
ziert). Ein subliminales Interval1 ist dabei ein Paar von Reprasentanten des glei- 
then Vektors, das gleichen End- oder gleichen Anfangspunkt hat. Spatestens hier 
wird eine implizite Voraussetzung Wieners klar: Auch da, wo der Mensch nichts 
mehr wahrnimmt, lassen sich objektiv (maschinell?) nicht-triviale Wahrneh- 
mungen machen. Jedenfalls hat seine Messungstheorie sonst keinen Sinn. 
Die Vektoren R und S haben das (Messungs-)Verh%ltnis p/v, falls es einen 
Vektor T mit Reprasentanten t;, tj und 
gibt. 
Anstelle des kleinsten gemeinsamen Vielfachen wie die PM betrachtet Wiener 
also den grol3ten gemeinsamen oder irgendeinen Teiler T, wodurch beliebige Ver- 
griirjerbarkeit nicht mehr nijtig ist. 
Index R : = inf cL d v 
wird angenommen, falls es einen maximalen Vektor gibt. Der Index existiert und 
ist eindeutig. 
Bisher ging es urn Eindrucks-Intervalle. Gibt es eine festlegbare Null-Intensitat, 
iibertragt sich alles sofort auf Eindriicke (mit linkem Intervallende Null). Sonst 
mu13 man links so klein werden, wie es eben geht: 
meas x : = sup {Index R : sup R = x] 
= SUP inft4 
R:supR=x s v 
In unbeschrankten Skalen ist meas x = 0 [I]! 
Die subliminalen Intervalle sind eine merkwtirdige Klasse von Infinitesimalien: 
sie haben ein (von der Empirie bestimmtes) Supremum, das “gerade noch 
wahrnehmbare” Intervall. Sie sind (empirisch) ununterscheidbar vom Null-Inter- 
vail, aber (ideell) von ihm verschieden, ein anthropologisches Model1 also, %hnlich 
wie es [Bore1 1952, 3-41 fur “unzugangliche Zahlen” gegeben hat. 
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“Although this work seems extremely suggestive, its suggestions have only 
relatively rarely been accepted” bemerkt der Kommentator Kyburg [Wiener 
1976, 861. 
4. CHWISTEKS VERSUCH 
Nicht von den PM, sondern von ZF (und damit ebenfalls indirekt von Cantor) 
geht [Chwistek 19261 aus, die erste Wurzel zu Chwisteks &Funktion in Nonstan- 
dard-Darstellung in [Chwistek 1935119481. Chwisteks Hauptinteresse ist die Axio- 
matik der Mengenlehre. Das folgende ist eher ein Nebenprodukt seines Spielens 
mit den Axiomen. Statt des Axioms der Unendlichkeit (“Es gibt eine unendliche 
Menge”) oder wenigstens der Abztihlbarkeit (“Es gibt eine abztihlbare Menge”) 
probiert er im Wesentlichen das Axiom der Transzendenz: 
(Transcax) Fiir eine Untermenge M des Universums V, der Individuen ist genau M oder sein 
Komplement beziiglich V, von induktiver MBchtigkeit. 
Eine induktive Mtichtigkeit ist eine Zahl, die in jeder Menge vorkommt, die die 
Null und alle Nachfolgerinnen eines Elements enthtilt. Im “Normal” fall (ZF oder 
PM) ist induktiv = natiirlich = endlich. 
Unter Transcax ist V, notwendigerwise endlich: wtire es transfinit, enthielte es 
eine abzihlbare Untermenge, die sich in zwei weitere abztihlbare Mengen zerle- 
gen lieBe, die also beide nicht von induktiver Mtichtigkeit waren. Jetzt sind also 
mehr Zahlen endlich als nur die induktiven (beispielsweise die Mtichtigkeit von V, 
= JR). 
Auch CPV., ist noch endlich, WV, aber unendlich. Ein Objekt wie V., heiOt bei 
Chwistek “transzendente” Menge, und das ist der Grund fiir die Benamung 
Transcax; das erhaltene System nennt [Chwistek 1926, 4501 “nicht-euklidische 
Mengenlehre” [2]. 
Dieses transzendentale Konstrukt isl das eigentliche Problem bei Chwisteks 
Kalkiil. Es gibt unter Transcax erst auf der 2. Stufe der Superstruktur nicht- 
endliche Mengen (unter dem Axiom der Unendlichkeit auf der 1. Stufe, unter dem 
Axiom der Abztihlbarkeit abztihlbare Mengen auf der 1. und tiberabzghlbare auf 
der 2. Stufe). 
Die Kardinalzahl von V, = Iw. 0. ist nun ja endlich; es gilt fiir induktives m 
El,, 2<, R 
fiir alle reellen a. 
rn hei& “Differential”, und es gibt eine Folge 
Et,. 
2 7 E,,, E,, . . . 
von Differentialen 1.) 2., 3. . . . Grades. 1st f(x) fiir x0 + E,,, definiert, kijnnen die 
Zahlen 
fh + &I) 
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als Grenzwerte von f(x) in x0 gelten (turd damit ist natiirlich der Konfusion Ti.ir 
und Tor geoffnet). 
Der K&per der Bruche 
=-a 
b, ’ 
i=O 
i b;@ f  0, m, n induktiv, ai, hi reel1 (oder, sparsamer, ebenfalls 
i=O 
induktiv) ist als Unterkorper einbettbar in den Ring der Progressionszahlen 
((Y,, w, a3, . . .I. CJ!i reell. 
Ni(ai) ist die Klasse der mit der obigen Progression von einem endlichen Index an 
gleichen Progressionen. Eine Totalordnung ist nicht moglich, aber die Definition 
der vier Grundoperationen +, -, *, : durch 
Ni(ffi) @ NApi) : = Ni(ai @ pi)7 
@ E {+, -, ., :I, pi = 0 nur induktiv oft fur: , 
Die “Verallgemeinerung der Funktionen einer reellen Veranderlichen” erfolgt 
durch 
Eine formale Schwierigkeit besteht: tiber LR kann aus ontologischen Griinden nicht 
hinausgegangen werden. V, mu8 also a priori so groB gewahlt werden, da8 alle 
gewtinschten Operationen ausfuhrbar sind (entsprechend der a priori gentigend 
hoch zu wghlenden Saturierung in der modelltheoretischen Nonstandard-Analy- 
sis). 
Die weitere Entwicklung der Theorie der Brtiche der ganzen Zahlen ist also mit der Entwick- 
lung der Theorie der Progressionszahlen eng verbunden. Diese Theorie ware in der 
Geometrie und in der theoretischen Physik schon deswegen wichtig, weil sie uns mit dem 
Begriff eines Differentials versdhnt, also die “sehr kleinen” Gebiete durch praktisch un- 
endlich kleine Gebiete [zu] ersetzen erlaubt. 
Die weitere Entwicklung der Theorie der Progressionszahlen ist die Sache der Zukunft. 
Hier mochte ich nur bemerken, dat3 die Fruchtbarkeit des Transcax durch die Theorie der 
Progressionszahlen gewissermagen beschrankt zu werden scheint, da ja diese Theorie such 
auf Grund der Canforschen Mengenlehre gewonnen werden kann. Nichtsdestoweniger kon- 
nen wir bemerken, dag ohne die allgemeine Theorie der ganzen Zahlen, welche wir dem 
Transcax verdanken, die Theorie der Progressionszahlen ganz abstrakt ware, da ja die Pro- 
gressionszahl N,(i) an sich als keine Machtigkeit betrachtet werden darf. [Chwistek 1926,466] 
Das auf Transcax begrtindete System nennt Chwistek das des “Hyperrealismus.” 
In [Chwistek 1935/1948] werden die “hyperreellen” Zahlen, der Ankundigung 
entsprechend, ganz als Progressionszahlen entwickelt, wobei der axiomatische 
Hintergrund bis auf eine auf [1926] verweisende F&rote verschwunden ist. An 
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die Stelle der endlichen, aber nicht-induktiven Kardinalzahl 1R tritt fur die betrach- 
teten Zahlenfolgen ein niemals explizit formuliertes Kontinuitatssprinzip. Deshalb 
mussen =, < usw. separat definiert werden. Zwei Folgen sollen zum Beispiel 
gleich heil3en, wenn fast alle Glieder tibereinstimmen. 
Zu dem die Infinitesimalien betreffenden Kapitel, das leider den Allerweltstitel 
“The fundamental concepts of mathematical analysis” tragt, bemerkt Myhill (und 
diese Bemerkung trifft mutatis mutandis such auf [Chwistek 19261 und dessen V. 
Kapitel mit dem aussagekraftigeren Namen “Das verallgemeinerte Kontinuum” 
zu): 
Ch. 8, which is only loosely connected with the preceding material, is concerned principally 
with a new kind of numbers. . . It is stated, but without much explanation, that these 
numbers have important applications in analysis. In any case the conception of these num- 
bers is a very interesting one which the present reviewer has not seen developed elsewhere. 
[Myhill 1949, 1201 
[Chwistek 1935/1948] wird kompliziert durch das explizite Festhalten an ver- 
schiedenen GroSenordnungen: eine reelle Zahl X ist von der Ordnung 0. Sind die 
Xi von k-ter Ordnung, so ist (Xl, X2, . . .) von (k + 1) ter Ordnung. Analog gilt: 
eine positive reelle Zahl ist ein Differential 0-ter Ordnung, und eine positive Zahl, 
die kleiner ist als jede positive Zahl (n - 1) ter Ordnung, ein Differential n-ter 
Ordnung (tibrigens eine nichttriviale Definition!). 
IX - GI 5 d,,+,x e :lim (n)X = G, 
wobei &+rx ein Differential (n + 1) ter Ordnung ist. Natiirlich la& sich hier 
wieder zu Recht der Gebrauch des Gleichheitszeichens bemangeln, noch mehr in 
f’(X) = lim ‘(‘) -f(x) 
z=x z-x ’ 
wobei das fragwiirdige = unter dem Limeszeichen ein noch fragwtirdigeres = der 
Gleichung induziert. So geht es noch etwas weiter mit Grenzwerten, Funktionen 
und Integralen. Beispiele werden bis auf das gleich folgende nicht gegeben. 
Dieses ist dafiir umso verbhiffender und interessanter, namlich die Angabe 
eines verallgemeinerten Funktionsterms fiir die Diracsche &Funktion, auf die 
[Spalt 1981, 221 Fuljnote und 2341 hinweist: 
wobei dra ein Differential 1. Ordnung, etwa Ni(l, t, 4, . . .), ist. Als Wertetafel 
gibt Chwistek 
an; es ist iibrigens 
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r . ~((~,a)(“-‘“2”) = 1 l/n 
(d,a)-1'" + d,n 
- (da) 3 
also tatsachlich unendlich klein. 
Auffallig, aber vielleicht mangelnde Gewohnheit, ist das Fehlen eines quanti- 
tativ bestimmten unendlichen Arguments, z. B. X = lldra mit 7~ ’ 6(X) = r . 6(1/ 
dia) - (dia)3 unendlich klein, anstelle des quantitativ unbestimmten x mit dem 
fiktiven Funktionswert 0. 
Chwistek gibt noch 
(“6(“)(X) is obtained by the elementary calculus”) sowie die Formeln 
i 
A 
0 
G(X)dX = k arctan & 
1 
I 
VFG 
0 
G(X)dX = i - k arctan m 
i z G(X)dX = ; 0 
i TI G(X)dX = 1 
an und geht dann leider unmittelbar zum nachsten Kapitel iiber. 
Chwistek war als Mathematiker ganz uberwiegend der Logik zugewandt. 
Deshalb ware es billig, ihn einen schlechten Analytiker zu nennen; im Gegenteil 
mu13 wegen seiner anders gelagerten Interessen [3] seine Leistung hoch angeschla- 
gen werden. 
Sein Rang als Logiker ist schwer einzuschatzen. Immerhin gehort er neben D. 
Hilbert, P. Bernays, L. Brouwer, H. Weyl, A. Tajtelbaum-Tarski, J. Konig und 
L. Wittgenstein zu den wenigen, die in der “Introduction to the second edition” 
der PM ais wichtige Weiterentwickler oder Kritiker genannt werden. Bespre- 
chungen von Arbeiten Chwisteks [Perkal 1937, Church 1937, Quine 19381 be- 
mangeln (nach meiner Erfahrung zu Recht) technische Fehler und Unge- 
nauigkeiten sowie eine gewisse Vollmundigkeit. 
[Fraenkel 19.58 bzw. 19731 spricht wohl die gangige Mehrheitsmeinung aus: Er 
lobt durchaus den Kritiker. Seine metaphysischen und philosophischen Seiten- 
sprtinge und sein exzentrischer Symbolismus hatten aber westliche (?) Logiker 
nicht ermutigt, sich urn seine Schriften zu bemiihen. Er sei ein anregender Denker 
gewesen, der Gott sei Dank Myhill als Interpreten gefunden habe. Fur die beweis- 
bare Widerspruchsfreiheit seines Systems habe er grol3e Teile der klassischen 
Analysis opfern mtissen. Myhills Weiterentwicklungen seien zwar reichhaltiger, 
aber nicht mehr beweisbar widerspruchsfrei oder nicht mehr konstruktiv. 
Bruchstucke einer Arithmetik der Progressionszahlen in Zusammenhang mit 
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dem Potenzreihenansatz finden sich bei [Vahlen 19071. Dort wird eine Zahl x den 
reellen Zahlen formal adjungiert; ist 1x1 grol3er als jede reelle Zahl, setzt man ,$ = l/ 
1x1, ist x grober als alle rellen Zahlen < a und kleiner als alle reellen Zahlen > a, so 
setzt man 5 = (X - a( (unter dem Cantor-Dedekindschen Axiom eine sinnlose 
Definition, 5 ware stets 0); “dann ist t groger als Null, aber kleiner als jede 
positive reelle Zahl . . . Fur jede ganze Zahl k ist kt < 1 . . .” [Vahlen 1907, 
4101. Waren die ai der betrachteten Reihe 
zuerst ganze Zahlen, so wird spater ein Exponentensystem 
b”, al, . . .I, (Y~ rational oder reel1 
betrachtet mit Teilung durch ganze Zahlen, Addition und lexikographischer 
Ordnung, das dann “Dedekindsche Stetigkeit bekommt” [Vahlen 1907, 4141. 
5. NEDERS VERSUCH 
Neder leitet seine Arbeit “Model1 einer Leibnizschen Differentialrechnung mit 
aktual unendlich kleinen Groljen erster Ordnung” so ein: 
Zweck der vorliegenden Arbeit ist der Nachweis der Widerspruchsfreiheit einer durch 
Weglassung unendlich kleiner GroRen hoherer Ordnung vereinfachten, im tibrigen aber ganz 
Leibnizschen Differentialrechnung mit aktual unendlich kleinen GrolJen (Differentialen) er- 
ster Ordnung. 
Dabei tritt an die Stelle des Satzes, da8 das Produkt zweier unendlich kleiner Grogen 
(1. Ordnung) eine unendlich kleine GroBe 2. Ordnung ist, der Satz. dal.3 dieses Produkt 
exakt verschwindet: Es wird also genau so gerechnet. wie in der guten alten Zeit der Dif- 
ferentialrechnung. [Neder 1941-1943a. 2511 
‘ ‘Widerspruchsfreiheit” darf hier nur heuristisch verstanden werden; kritisch 
mu13 gefragt werden, ob das wirklich die “gute alte Art” ist, 
A = a + ar), a, CY reel1 und $ = 0 (“duale Grohen”) 
zu setzen. Es ist doch ein qualitativer Unterschied, ob Differentiale 2. Ordnung 
prinzipiell gegen solche 1. Ordnung wegfallen oder ob sie das nur tun, wenn 
danach noch durch ein Differential 1. Ordnung geteilt wird wie bei der Ableitung! 
Im letzteren Fall wird effektiv eine unendlich kleine GriiBe an einer endlichen und 
nicht an einer ebenfalls unendlich kleinen GroBe vernachlassigt-zwei ganz ver- 
schiedene Dinge. 
Fur die Analysis wiederholt n? = 0 die Ansicht von Nieuwentijt, es gabe keine 
Differentiale 2. Ordnung ([Bos 1974-1975, 231 unter Berufung auf [Nieuwentijt 
1694]), ein in der Geometrie und der Algebra eingebtirgertes Vorgehen, wie man 
gleich fiir die Geometrie sehen wird. Da13 Neder nicht prinzipiell dieser Ansicht 
ist, zeigt sein [1941-1943b], das wegen der Verwendung von Differentialen 
“samtlicher Ordnungen” weiter tragt. 
Die dualen Grogen sind ein Spezialfall von Grogen a + (YE mit E? = r)? = 0 (c2 = 
- 1 gibt komplexe Zahlen) und als solcher nicht neu, ebensowenig wie seine 
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Anwendung in der Geometrie. Neder erwahnt u. a. [Study 1903, Grtinwald 19061. 
Fiir seine “Deckfunktionen” gibt er ebenfalls Vorlaufer an. 
Fur uns ist folgender Punkt aus [Griinwald 19061 interessant: Mit einigen Skru- 
peln und Umstanden definiert Grtinwald eine multiplikative lnverse zu a + (YE fur 
a = 0, namlich 
1 -. J, J=1 ct! E’ 
und erhalt auf diese Weise (modern gesprochen) die zur Kompaktifizierung seines 
Grundraums notigen unendlich vielen unendlich fernen Punkte: eine quantitative 
Bestimmung verschiedener unendlicher Objekte. Er beeilt sich aber, sich in einer 
Fugnote ontologisch gegen Study abzusichern. 
Neder schreibt A = a + ar) als A = [a, cx] usw. und definiert 
A=B :($ n=bund CY=~ 
A<B :e a < b oder a = 6, CY < p; 
damit liegt eine vollstandige Ordnung vor. Die komponentenweise Addition ist 
monoton: 
A<A’+A+B<A’+B, 
Subtraktion eindeutig. “Fast-Gleichheit” wird definiert als 
A+B:ea=bb, 
also 
A=B+A+B. 
Es ist ersichtlich 
A.B:=[ab,ap+ab] 
zu definieren, da (@)q* = 0. Nun wird nattirlich die Division kompliziert: 
X*B=A bedeutet [xb, xp + [b] = [a, a]. 
a - Wb)P a ab - up 
b 6’ b? 1 fur b f 0, 
x = $ = [$, [I, 5 beliebig, fur b = 0, /3 f 0, a = 0. 
X ist unbestimmt fur B = [0, 01, aber such fur a # 0, b = 0, also fur die Division 
einer endlichen durch eine unendlich kleine Zahl. Interessanterweise ergibt sich 
hier aus dem Kalkul und nicht wegen ontologischer Bedenken der Ausschlug 
unendlich groger Zahlen; 7 wurde mit n? = 0 qualitativ schon so klein gewahlt, 
da13 nicht mehr allgemein dadurch dividiert werden kann. 
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Es gilt 
A 
B.B=A fur B # [0, 01, 
A.B 
A=A fur b # 0, aber nur 
A-B --.-+A 
B fur b = 0, p f 0, a beliebig, und 
A + B e A . [0, y] = B * [0, y] fiir y f 0. 
Mit Funktionen und Differentialen hat Neder eine glticklichere Hand: df(X)ldX 
+ F’(X) immerhin fast genau und dF(X) = F’(X) . dX exakt. Dabei gehort zu 
einer differenzierbaren Funktion f eine Deckfunktion (lifting) F mit 
F(X) = F[x, 51 : = LfW, 5 . f’(x)1 
(in Nonstandard-Sprechweise: monadenweise linear mit Steigung = Ableitung im 
Realteil). 
x = [x, (1 : dX: = [O, 4’1, 5 ’ beliebig 
dF(X): = F(X + dX)- F(X) 
= F[x, 5 + 8'1 - F[x, 51 
= [O, (' ..f'(x,l = [f'(x), 01 . dX. 
F' ist definiert als Deckfunktion vonf’: 
F’(X) = [f’(X), 5 ’ f”(dl + 
d&Y) 
dX 
G dF(X) = F'(X) . dX fur 6’ f 0. 
Ebenso 1513t sich mit Funktionen mehrerer Veranderlicher verfahren. 
6. VERSUCH EINER INTERPRETATION 
Warum geht Chwistek mit seiner konstruktiven Typentheorie und seinen Infini- 
tesimalien, wie Brouwer und Weyl von der Mehrheit als philosophischer Hofnarr 
angesehen, so sang- und klanglos unter? Sicher nicht nut-, weil er als Hofnarr galt, 
denn das trifft auf Wiener nicht zu, aber such dessen [1921] wurde “extremely 
rarely accepted”. Beide haben den gleichen Hintergrund wie die Mehrheit: Can- 
toriZF/PM. 
Dabei werden die PM vie1 zitiert, praktisch kaum gelesen und in ihrer Bin- 
nenflexibilitat unterschatzt. Aber die Hauptprogramme der Grundlagen der 
Mathematik, das formalistische, das intuitionistische und das konstruktivi- 
stische, scheinen sich untereinander doch recht erfolgreich gegen feindliche Ein- 
fltisse abzuschotten. 
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Im Falle der Nonstandard-Analysis vergehen vom “heiBen” Ansatz [Chwistek 
19261 bis zur ersten Nonstandard-Ausarbeitung 30 Jahre. Es gab machtige tiul3ere 
Einfliisse, die der Rezeption (die ja rein fiktiv blieb!) entgegenstanden: Faschis- 
mus, 2. Weltkrieg, die Dominanz eines Forschungsprogramms, dem Chwistek 
nicht angehiirte. Eine mathematische Idee, wenn sie zudem so klar und intuitiv 
ist, ist aber leicht wie eine Feder und fliegt oft such iiber solche Grenzen. 
Ich vermute, es ist in erster Linie der Zeit beanspruchenden allgemeinen Be- 
wul3twerdung iiber topologische, erst in zweiter Linie der iiber logische Hilfsmit- 
tel zuzuschreiben, da13 diese 30 Jahre vergehen mul3ten. 
Der bedeutende Logiker Wiener spricht in [1921] iiber das Messen, ohne es 
einmal handfest zu tun. Der Chwisteksche Ansatz w&e direkt in Nonstandard- 
Sprache iibertragbar, w5re da nicht sein alles verderbender Gebrauch des immer 
gleichen Gleichheitszeichens. Dies ist schon bei Euler zu beanstanden, wird von 
jenem aber in schwierigen Ftillen zu einem meist guten Ende gefiihrt, wtihrend 
Chwistek aul3er seiner &Funktion keine Beispiele gibt. Neder hat den Zauber- 
schliissel in der Hand, indem er = und + unterscheidet und hat sich doch schon 
im Ansatz alles verdorben, indem er seine infinitesimale Einheit 7) qualitativ zu 
klein macht-such dies eine Si.inde wider den zum Erfolg erforderlichen richtigen 
topologischen Geist. Am weitesten fortgeschritten in diesem Geist ist also das 
hier nicht behandelte [Neder 1941-1943b], und doch lgngst nicht weit genug (vgl. 
die SchluObemerkungen von [Laugwitz 1968, Robinson 19731). 
ANMERKUNGEN 
I. Das von [Kriener 1984) diskutierte Beispiel erlsutert pr&zise die Nullpunktproblematik: Die 
chemische Analytik fiir Dioxine und Furane ist bei einer Nachweisgrenze von IO-” Gramm angelangt. 
Wo gibt es noch dioxinfreien Fisch? Vermutlich “irgendwo in Lappland”. aber die Dioxinfreiheit kann 
nur fiir praktische Zwecke-verglichen mit IO-” Gramm-gezeigt werden. 
2. Die Berufung auf die PM fiir den Begriff “transzendente Menge” scheint mir ebenso ins L‘eere zu 
gehen, wie es sicherlich der Verweis auf [PM, Vol. 2. 2881 tut. Es liegt also eine Chwisteksche (Wort-) 
Schiipfung vor. Der Sinn der Bezeichnung “nicht-euklidische Mengenlehre” sol1 “unten klar her- 
vortreten” [Chwistek 1926, 4471, tut dies meines Erachtens aber nicht. Es besteht jedoch eine gliick- 
lithe ijbereinstimmung mit [Dehn 1900]. wo nachgewiesen wird. dall der Trichotomie unendlich vielei 
genau eineikeine Parallelen die Trichotomie Winkelsumme im Dreieck kleiner/gleich/gr&er zwei 
rechte Winkel nur unter dem archimedischen Axiom entspricht, also nur dann-wie in der euklidi- 
schen Geometrie-“genau eine Parallele” und “Winkelsumme zwei Rechte” Equivalent sind. Systeme 
mit infinitesimalen und endlichen Zahlen sind aber nicht-archimedisch. 
3. Die Biographie Leon Chwisteks wire wohl einer eingehenden Studie wert. Ansatzpunkte dafiir 
sind [van Rootselaar 1981, Dawidowicz 19811. Er war Professor fiir mathematische Logik, datiberhin- 
aus aber such “als Maler und Kunsttheoretiker . ein Fiihrer des polnischen Futurismus” [Brock- 
haus 1968, 581. Einen weiteren Aspekt in Chwisteks Wirken wird ein Artikel im “Handbuch der 
polnischen Literatur des 20. Jahrhunderts”, herausgegeben von Karl Dedecius in den nPchsten 
Jahren, beleuchten. Neben dem Foto bei Dawidowicz gibt es ein Gruppenfoto mit Chwistek in [Kura- 
towski 1980. 541. 
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